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Vorwort

Seit der Einführung des grafikfähigen Taschenrechners TI-83 und seinem Nachfol-
germodell TI-83 Plus als Lernmittel an Gymnasien gibt es eine Reihe von Schriften
zur Bedienung dieses GTR. Alle Veröffentlichungen haben ein gemeinsames Problem,
sie sind als Hilfsmittel zur Begleitung des Mathematikunterricht mit dem TI 83 Plus
ungeeignet. Entweder ist ihr Umfang abschreckend oder die Bedienungsbeschreibungen
sind nur auszugsweise und exemplarisch beschrieben.
Ich habe es mir daher zur Aufgabe gemacht, die Bedienfunktionen des GTR, die zum
Erlangen der Hochschulreife und auf dem Weg dahin nötig sind, knapp aber umfassend
und übersichtlich zu beschreiben. Die Fülle von Bedienfunktionen des GTR erfordert
eine Beschränkung auf die Vermittlung der notwendigsten Funktionen, um den GTR als
zweckmäßiges Hilfsmittel im Unterricht verwenden zu können.
Die vorliegende Arbeit hat es zum Ziel Lehrern und Schülern gleichermaßen als Hilfe
zum gymnasialen Oberstufen-Mathematikunterricht zu dienen. Dazu beschreiben die
ersten beiden Kapitel einen kleinen Einstieg, den man zunächst (teilweise) durcharbeiten
sollte. Das Kapitel 1 erläutert die Tastenbelegungen und die Bedienmenüs, es ist daher
in übersichtlichen Tabellen dargestellt, um jederzeit zum Nachschlagen zu dienen. Die
wesentlichen, immer wiederkehrende Bedienfunktionen und Anwendungen sind in
Kapitel 2 erklärt. Die Kapitel 3 bis 5 beschreiben jeweils anhand eines Beispiels die
Bedienfunktionen des TI-83 Plus bei den typischen Aufgabenstellungen der Themen-
komplexe Analysis, analytische Geometrie und Stochastik.
Die vorliegende Arbeit erhebt dabei keinerlei Anspruch auf Vollständigkeit, schon gar
nicht auf umfassende Beschreibung von alternativen Lösungswegen. Die dargestellten
Lösungswege sollten jeweils die naheliegensten sein, aber sicherlich wird man an der
einen oder anderen Stelle eine sympatischere Variante finden!
Die richtige Interpretation der Taschenrechnerlösungen stellt mit Sicherheit die größte
Schwierigkeit dar. Insbesondere auf dem Gebiet der analytischen Geometrie bietet sich
dazu der Einsatz von Programmen an, doch dies soll nicht Thema dieser Arbeit1 sein,
einfachste Anwendung wäre eine Programmierung der hier angegebenen Lösungsalgo-
rithmen.
Ich wünsche allen Lehrern und Schülern viel Spaß im Mathematikunterricht mit dem
TI-83. Für Anregungen, Verbesserungen und Ergänzungen zu dieser Arbeit bin ich
jederzeit dankbar.

Michael Mieth
Schuljahr 2003/04

1Informationen zur Programmierung enthält die Arbeit „Einführung in die Programmierung“
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1 Menü- und Tastaturüberblick

1.1 Tastaturaufbau

Die Folgenden Tabellen beschreiben die Belegungen der Tasten. Die Erstbelegung steht in weißer auf, die
Zweitbelegung in gelber und die Drittbelegung in grüner Schrift über den Tasten.
Zur Zweitbelegung kommt man über die Taste

�� ��2nd , sie wird im folgenden durch2nd dargestellt. Die
Drittbelegung ist selbsterklärend und wird überALPHA erreicht.
Abkürzungen:HBS Hauptbildschirm (Homescreen) undGBS Grafikbildschirm

Cursortasten

Taste Erstbelegung Zweitbelegung�� ��N Cursor bzw. Bildschirm nach oben Kontrastverstärkung�� ��H Cursor bzw. Bildschirm nach unten Kontrastabschwächung�� ��J Cursor bzw. Bildschirm nach links Cursor auf Zeilenanfang�� ��I Cursor bzw. Bildschirm nach rechts Cursor ans Eingabeende

Grafiktasten�� ��Y=
2nd

�� ��STATPLOT
Öffnet das Funktionseingabemenü zur
Eingabe, Speicherung und Bearbeitung
von Funktions- bzw. Folgentermen

Öffnet das Statistikmenü, mit dem 2-
dimensionale Daten dargestellt werden
können�� ��WINDOW

2nd
�� ��TBLSET

Zeigt aktuelle Einstellungen des GBS zur
Veränderung an

Zeigt aktuelle Einstellungen der Tabelle
(zur Grafik) zum Einstellen an�� ��ZOOM

2nd
�� ��FORMAT

Ruft das Zoommenü zum Verändern des
GBS auf, unterMEMORYkann man die
Zoomfunktionen verändern

Ermöglicht Veränderungen des Anzeige-
formates (z.B. Koordinatensystem)�� ��TRACE

2nd
�� ��CALC

Erzeugt einen beweglichen Cursor (mit
Wertausgabe) auf einem Schaubild auf
dem GBS

Öffnet ein Menü zur Analyse eines Schau-
bildes (Nullst.,Extrema, Schnittpkt.,Abl.,
Int.).�� ��GRAPH

2nd
�� ��TABLE

Öffnet des GBS und stellt Schaubil-
der aktivierter Funktionsgleichungen und
Statistiken dar.

Gibt Wertetabellen zu allen Schaubildern
an.

Menü- und Sondertasten

2nd Aktiviert Zweitbelegung der Tasten�� ��MODE
2nd

�� ��QUIT
Öffnet ein Menü zur Festlegung von Mo-
duseinstellungen

Bewirkt Rückkehr in den HBS�� ��DEL 2nd
�� ��INS Löscht das Zeichen an der CursorpositionErmöglicht das Einfügen vor dem Cursor�� ��ALPHA

2nd
�� ��A-LOCK

Aktiviert die Drittbelegung der Tasten Dauerhafte Aktivierung der Drittbele-
gung�� ��X,T,Θ,n

2nd
�� ��LINK

Funktionsvariable (einzig mögliche) Öffnet ein Menü zum Übertragen von Da-
ten vom/zum angeschlossenen Gerät�� ��STAT

2nd
�� ��LIST

Öffnet ein Menü mit U-Menüs für Lis-
teneingabe und statistische Berechnungen
(z.B. Regression)

Öffnet ein Menü mit U-Menüs für das Ar-
beiten mit Listen und Listenelementen.�� ��MATH

2nd
�� ��TEST

Öffnet ein Menü mit U-Menüs zur Aus-
wahl mathematischer Operationen

Ausgabe von logischen und Vergleichs-
symbolen�� ��APPS

2nd
�� ��ANGLE

Öffnet Anwendungen (z.B. Finance) Öffnet Menü zu Winkelangaben�� ��PRGM
2nd

�� ��DRAW
Öffnet ein Menü zum Erstellen, Bearbei-
ten, Speichern, Ausführen und Löschen
von Programmen

Öffnet das Zeichenmenü

c© Michael Mieth Justus Knecht Gymnasium Bruchsal Schuljahr 2003/04
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�� ��VARS
2nd

�� ��DISTR
Öffnet Menü mit U-Menü zur Auswahl
von Variablennamen

Öffnet ein Menü mit statistischen Vertei-
lungsfunktionen�� ��CLEAR Löscht die aktuelle Zeile/ Bildschirmanzeige�� ��x−1

2nd
�� ��MATRX

Bildet den Kehrwert der Eingabe Öffnet ein Menü zur Arbeit mit Matrizen

Standardtasten�� ��ON
2nd

�� ��OFF
Einschalten bzw. Abbruch einer Berech-
nung bzw. Zeichnung

Ausschalten�� ��∧ 2nd
�� ��π Zur Eingabe von Potenzen Die Zahlπ�� ��, 2nd

�� ��EE Eingabe eines Komma (syntaktisch) Zur Eingabe der Zehnerpotenz als Faktor�� ��STO
2nd

�� ��RCL
Zur Zuweisung der Eingabe an eine Spei-
chervariable

Abruf einer Speichervariablen�� ��+
2nd

�� ��MEM
Additionszeichen Öffnet das Memory-Menü zur Bearbei-

tung des Speichers (z.B.RESET)�� ��(-)

2nd
�� ��ANS

negatives Vorzeichen liefert den Wert der letzten Berechnung

�� ��0
2nd

�� ��CATALOG
Die Ziffer 0 alphabetische Befehlsliste�� ��1 . . .

�� ��6
2nd

�� ��L1 ..
�� ��L6

Ziffer 1 bis 6 Zugriff auf die Standardlisten L1 bis L6�� ��7
�� ��8

�� ��9
2nd

�� ��u
�� ��v

�� ��w
Ziffer 7 bis 9 Eingabe des Folgenamens u,v,w�� ��ENTER

2nd
�� ��ENTRY

ALPHA
�� ��SOLVE

Abschluss einer Eingabe (Berechnung) ENTRY liefert die Anzeige der zurück-
liegenden Eingaben (maximal 128 Bytes)
SOLVE löst beim Gleichungslöser

1.2 Auszüge aus den Menüs

Hier sollen kurz die wichtigsten Funktionen der einzelnen Menüs beschrieben werden.�� ��MODE Die Menüpunkte werden mit dem Cursor gewählt und mit
�� ��ENTER aktiviert.

Normal Sci Eng Zahlenanzeige: Gleitkommazahl / Exponentialdarstellung / technisch
Float 0123456789 Nachkomma-Stellenwahl der Gleitkommazahl
Radian Degree Winkelanzeige im Bogen- bzw. Gradmaß
Func Par Pol Sec Einstellung des Funktionstyp: Funktion/parametrisch/ polar/ Folge
Connected Dot Graf verbunden / Einzelpunktdarstellung
Sequential Simul Grafen nacheinander / gleichzeitig zeichnen
Real a+bi re Θi Zahldarstellung reell / komplex kartesisch / komplex polar
Full Horiz G-T Bildschirm: ungeteilt / horizontal geteilt / Graf und Tabelle nebeneinander

2nd
�� ��CALC Schaubildanalyse vom GBS aus.

1: value Funktionswert zu gegebener x-Stelle bestimmen
2: zero Bestimmen einer Nullstelle
3: minimum Ermitteln der Koordinaten eines Tiefpunktes
4: maximum Ermitteln der Koordinaten eines Hochpunktes
5: intersect Ermitteln der Koordinaten des Schnittpunktes zweier Grafen
6: dy/dx Bestimmen der numerischen Ableitung an einer Stelle
7:

∫
f(x)dx Ermitteln des Integrals in einem Intervall (numerisch)
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MATH 1: IFrac Ergebnis wird als Bruchzahl dargestellt
MATH 2: IDec Ergebnis wird als Gleitkommazahl dargestellt
MATH 6: fMin( Bestimmt das Minimum einer Funktion im Intervall z.B.fMin(Y 1,X,-2,2)
MATH 7: fMax( Bestimmt das Maximum einer Funktion im Intervall z.B.fMax(Y 1,X,-2,2)
MATH 8: nDeriv( Numerische Ableitung einer Funktion an einer Stelle:nDeriv(Y 1,X,2)

(Hier: Ableitung an der Stellex = 2, der FunktionY1, mit der Variablex.)
Ableitungsfunktion zeichnen:Y2=nDeriv(Y 1,X,X)

MATH 9: fnInt( Numerische Integration einer Funktion im Intervall:fnInt(Y 1,X,-2,2)
(Hier: Integral auf dem Intervall[−2; 2] der FunktionY1, mit der Variablex.)
Nicht als Funktion verwendbar!

MATH 0: Solver Zum Lösen von Gleichungen
NUM 0: abs( Zur Berechnung des Betrags
PRB 2: nPr Ermittelt die Anzahl der Permutationen (z.B.5 nPr 2)
PRB 3: nCr Anzahl der Kombinationen (= Binomialkoeffizient) (z.B.5 nCr 2)
PRB 4: ! Fakultät

�� ��STAT Zur Arbeit mit und Auswertung von Listen

EDIT 1: Edit... Öffnet den Listeneditor: Eingabe und Ändern der Listen L1 ... L6

CALC ... Enthält mehrere Regressionsmodelle, z.B. liefertCubicReg(L 1,L 2,Y 1) eine
kubische Funktion zu den Daten der beiden Listen und speichert sie unter Y1

TESTS ... Verschiedene Tests bzw. Berechnungen für die auswertende Statistik

2nd
�� ��LIST Zum Umgang mit Listen und Folgen als Listen

NAMES ... Greift auf Listen zu, für Eingabe in Termen.
OPS 3: dim( Ermittelt die Anzahl der Elemente einer Liste.
OPS 5: seq( Zum Generieren einer Folge.seq(A 2,A,2,5,1) erzeugt die Folge der

quadratischen Zahlen von 2 bis 5 in Einerschritten als Liste.
OPS 9: augment( Zum Anfügen weiterer Elemente bzw. Listen an eine Liste
OPS B: L Zur Benennung weiterer Listen z.B.LN
MATH ... Für statistische Auswertungen von Listen

2nd
�� ��MATRX Vektoren und LGS werden beim TI 83 als Matrizen behandelt

EDIT ... Zur Eingabe von Matrizen, zunächst die Größe, dann die Koeffizienten
NAMES ... Greift auf Matrizen zu
MATH 1: det( Berechnet sofern möglich die Determinante der Matrix
MATH 2: T Transponiert die Matrix (Zeilen werden gegen Spalten getauscht)
MATH 5: identity( Z.B. erzeugtidentity(3) eine3× 3 Einheitsmatrix
MATH 7: augment( Fügt der Matrix eine weitere Matrix an, z.B. für Lösungsvektor an die Koef-

fizientenmatrix eines LGS:augment([A],[B])
MATH A: ref( Formt die Matrix so um, dass im vorderen quadratischen Teil eine obere

Dreiecksmatrix entsteht, die restlichen Spalten werden gemäß den Zeile-
numformungen verändert. (keine Zeilenvertauschung)

MATH B: rref( rref([A]) formt den vorderen quadratischen Teil der Matrix A durch Zei-
lenumformungen in eine Einheitsmatrix um, die nachfolgenden Spalten wer-
den gemäß den Zeilenumformungen verändert. (keine Zeilenvertauschung)
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2nd
�� ��DRAW

DRAW 1: ClrDraw Löscht alle Zeichnungen im GBS (nicht die Schaubilder)
DRAW 2: Line( Line(1,2,5,6) zeichnet eine Linie von Punkt P(1|2) zum Punkt Q(5|6)
DRAW 3: Horizontal Zeichnet im GBS eine frei verschiebbare horizontale Gerade, Fixierung

durch
�� ��ENTER . Im HBS wird z.B. durchHorizontal 2 die horizon-

tale Geradey = 2 im GBS erzeugt.
DRAW 4: Vertical Analog zu den horizontalen Geraden
DRAW 5: Tangent( Zeichnet eine Tangente an eine dargestellte Funktion. Im GBS mit Cursor

Stelle wählen (oder direkt eingeben) und mit
�� ��ENTER Tangente zeichnen.

Im HBS z.B. durchTangent(Y 1,3) die Tangente der Funktion Y1 an
der Stellex = 3 im GBS zeichnen.

DRAW 6: DrawF Zeichnet in das Koordinatensystem einen Grafen zum eingegebenen Aus-
druck. Z.B. verschiebtDrawF Y1-2 das Schaubild des Grafen zuY1 um 2
Einheiten nach unten. Zur Bildschirmanzeige kann man mit

�� ��TRACE bzw.
2nd

�� ��CALC keine Untersuchungen des Grafen durchführen!
DRAW 7: Shade( Schattiert die Fläche zwischen Kurven. Z.B.Shade(X,X 2,0,3,1,2)

zeichnet die Funktionen im eingestellten Fenster und markiert im Intervall
[0; 3] den Bereich zwischen unterer Funktion (f(x) = x) und oberer Funk-
tion (g(x) = x2), also von x=1 bis x=3, mit dem Muster 1 (senkrechte
Linien) und der Auflösung 2 (jedes 2.Pixel)

DRAW 8: DrawInv Zeichnet in das Koordinatensystem einen an der Winkelhalbierenden ge-
spiegelten Grafen zum eingegebenen Ausdruck. Z.B. liefertDrawInv Y 1

das Schaubild zur „Umkehrfunktion“ vonY1. Untersuchung des Grafen
sind wieder nicht möglich.

DRAW 9: Circle( Zeichnet einen Kreis im GBS. Eingabe im HBS:Circle(1,2,4) zeich-
net einen Kreis um P(1|2) mit Radius 4. Eingabe im GBS: Markieren des
Mittelpunktes und eines Punktes auf dem Kreis.

DRAW 0: Text( Stellt Text im GBS dar.Text(10,20,“Schnittpunkt“) Vom linken
oberen Bildschirmrand aus, wird der Text (Anführungszeichen!) platziert.

DRAW A: Pen Zum direkten „Malen“ einzelner und mehrerer Pixel im GBS
POINTS ... Zum Ein- bzw. Ausblenden einzelner Punkte bzw. Pixel im GBS durch di-

rekte Eingabe der Koordinaten bzw. Orientierung auf dem Bildschirm.

�� ��VARS Dieses Menü bietet den Zugriff auf fast alle speicherbaren Parameter, innerhalb von Programmen
und Applikation kommt ihnen Bedeutung zu und werden deshalb hier nicht weiter erläutert.
Der Zugriff auf Funktionen ist die häufigste Anwendung dieser Funktion.

Y-VARS ... Zugriff auf die Funktionsgleichungen unter
�� ��Y=
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2 Wichtige Hilfsmittel

Die in Kapitel 1 eingeführte Darstellung der Tasteneingabe wird im Folgenden beibehalten: Für die Erst-
belegung z.B.

�� ��ENTER , die Zweit- und Drittbelegung erscheint mit Kennzeichnung2nd
�� ��QUIT . Und die

Schrift auf dem Bildschirm wird im entsprechenden Schrifttyp dargestellt z.B.DrawInv(Y 1)
Auf die Eingabe

�� ��ENTER am Ende der Eingabe wird in der Regel verzichtet. Normalerweise schließt�� ��ENTER alle Eingaben ab.
Beim Bearbeiten der dargestellten Beispiele sind folgende Unterscheidung zu beachten:
DasVorzeichen

�� ��(-) und dasRechenzeichen
�� ��− .

Der Dezimalpunkt (1,4 wird z.B. als
�� ��1

�� ��· �� ��4 eingegeben), dasKomma zum Trennen der Argu-
mente (fMin(Y 1,2,4,3) ) und demDoppelpunkt zum Trennen der Befehle

�� ��3
�� ��STO ALPHA

�� ��A�� ��4
�� ��STO ALPHA

�� ��B .
Die Variable A und dieMatrix [A] .
Die Taste

�� ��MATH und die UntermenüsMATHin den Menüs
�� ��MATH , 2nd

�� ��MATRX und 2nd
�� ��LIST .

Die Taste2nd
�� ��CALC und das Untermenü

�� ��STAT CALC.

2.1 Löschen, Zurücksetzen, Einfügen�� ��CLEAR Löschen der Zeile bzw. des Bildschirm
2nd

�� ��QUIT Wechseln in den HBS�� ��ZOOM 6:Zstandard Zurücksetzen des Fensters auf die Grundeinstellung�� ��Y= Cursor auf Gleichheitszeichen Aktivieren/Deaktivieren von Funktionsgleichungen
2nd

�� ��ENTRY Aufruf der letzten Eingaben im HBS.
2nd

�� ��DRAW 1:ClrDraw Löschen der Zeichnung im GBS.
2nd

�� ��MEM 2:Mem.. 2:Real.. Löschen von Variablen.
2nd

�� ��MEM 4:ClrAllLists Löschen der Listen.
2nd

�� ��MEM 7:Reset 1:All.. 2:Res.. Total-Reset
2nd

�� ��MEM 7:Reset 2:Def.. 2:Res.. Werkseinstellung
2nd

�� ��INS Einfügen vor dem Cursor (Strichform)

2.2 Variablen

Zum Speichern von Zwischenergebnissen für weitere Rechnungen stehen eine
Vielzahl Speicher zur Verfügung. Reale Zahlen lassen sich hinter Buchstaben
(Drittbelegung) speichern.
Mit den Buchstaben kann dann weiter gerechnet werden.
Variablen Ausgabe erfolgt z.B. überALPHA

�� ��A

2.3 Gleichungs-SOLVER

Ziel: Lösen der Gleichung7x− 4 = 0�� ��MATH 0:Solver Aufruf des Solvers�� ��7
�� ��X,T,Θ,n

�� ��− �� ��4
�� ��ENTER Eingabe der Gleichung�� ��1

�� ��ENTER Eingabe eines Schätzwertes
Cursor inx = Zeile
ALPHA

�� ��SOLVE „Lösen“ der Gleichung.

Hinweise:
bound=... ermöglicht die Eingabe eines Intervall in dem gesucht werden soll.
left-rt=... Gibt das Genauigkeitsintervall des Ergebnisses an.
Bei mehreren Nullstellen einer Gleichung muss für jede Nullstelle eine Berech-
nung erfolgen, die Ergebnisse lassen sich durch unterschiedliche Startwerte oder Suchintervalle steuern.
Alternative: Darstellen des Schaubildes der Funktionf(x) = 7x− 4 und 2nd

�� ��CALC 2:zero ...
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2.4 Schaubilder zeichnen

Gegeben seinef(x) = 3x2 − 5 undg(x) = x3 + 1. Gesucht sei die Wertetabelle
und das Schaubild.
Vorgehensweise:
In

�� ��Y= die Funktionsterme eingeben.
Auswahl des Zeichenbereich unter

�� ��WINDOW
Xmin linker Darstellungsrand
Xmax rechter Darstellungsrand
Xscl Gitterabstand x-Richtung
Ymin unterer Darstellungsrand
Ymax oberer Darstellungsrand
Yscl Gitterabstand y-Richtung
Xres Pixelauflösung (1..8)

Wahl des Grafikstil in
�� ��Y=

Cursor ganz nach links setzen und solange
�� ��ENTER betätigen, bis der ge-

wünschte Stil erscheint.
(De)aktivieren von Funktionstermen in

�� ��Y=
Cursor auf das Gleichheitszeichen setzen und mit Enter die Markierung entfernen
bzw. erzeugen.

Zoomen im Zeichenbereich durch
�� ��ZOOM

1:ZBox Mit Cursor kann man nun einen Ausschnitt wählen.
2:Zoom In Vergrößerung um Cursorposition
3:Zoom Out Verkleinerung um Cursorposition
4:Zdecimal Setzt Pixelabstand auf 0,1
5:Zsquare gleich große Abstände auf den Achsen
6:Zstandard stellt Standardfenster dar

Verfolgen der „Spur“ eines Schaubildes mit
�� ��TRACE

Cursor wird mit
�� ��J und

�� ��I auf der Kurve entlang bewegt.

Festlegen des Formats der Wertetabelle in2nd
�� ��TBLSET

Startwert beiTblStart eingeben
Schrittweite bei4Tbl eingeben
Bei Indpnt einstellen ob diex-Werte automatisch angezeigt werden (Auto )
oder ob man sie eingeben soll (Ask ).
Bei Depend einstellen, ob diey-Werte automatisch (Auto ) oder nach�� ��ENTER -Eingabe (Ask ) angezeigt werden sollen.

Moduseinstellungen zur grafischen Darstellung mit
�� ��MODE

Connected Die, zu jedem darstellbarenx-Wert berechneten und dargestell-
teny-Werte werden verbunden um einen durchgängigen Grafen
zu erhalten.

Dot Es werden nur die berechneteny-Werte dargestellt (ist der Graf
im angezeigten Fenster recht steil erscheint er punktförmig).

Full Der GBS wird im gesamten Fenster dargestellt
Horiz Der GBS wird in der oberen Fensterhälfte dargestellt, in der un-

teren kann man den HBS nutzen oder die Wertetabelle darstellen
G-T Teilt den Bildschirm senkrecht, in der linken Hälfte wird die

Grafik, in der rechten die Wertetabelle angezeigt.
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Ist der Bildschirm geteilt wechselt man mit
�� ��GRAPH bzw. 2nd

�� ��TABLE zwischen den Bereichen.

Formatierungen der grafischen Darstellungen mit2nd
�� ��FORMAT

RectGC Rechtwinkliges Koordinatensystem
PolarGC Koordinatensystem in Polarkoordinaten
CoordOn Koordinaten des Cursors werden angezeigt
GridOn Hilfsgitter wird angezeigt (Punkte)
AxesOn Achsen werden angezeigt
LabelOn Achsen werden beschriftet

Die Variante mit..Off entspricht jeweils dem Gegenteil.

2.5 Folgen

Ziel: Darstellen von Folgen mit expliziter Bildungsvorschrift am Bsp.un = 1 + 1
n

Variante 1: Über den
Folgeneditor in

�� ��Y=�� ��MODE Seq undDot Modus für Folgen statt Funktionen (Func ) einstellen und Zeichenstil auf punkt-
artig einstellen.�� ��Y= ... Eingabe der Folge durch die explizite Folgenvorschrift (u(n)=1+1/n ) (Die
ZeilennMin= undu(nMin) bleiben frei

2nd
�� ��TBLSET TblStart=1 4Tbl=1�� ��WINDOW ... Einstellung des Zeichenfenster (siehe Grafik)

Mit
�� ��GRAPH wird nun wie gewohnt die Folge grafisch dargestellt und mit2nd

�� ��TABLE bekommt man die
Wertetabelle.

Variante 2: Darstellung mit Listeneditor im HBS
Die Moduseinstellungen sind wieder auf Standardwerte gesetzt!

2nd
�� ��LIST OPS 5:seq( Folgengenerator aufrufen

seq(X,X,1,20,1) → L1 Folge ganzer Zahlen erzeugen (seq(Funktionsterm, Variable,
Startwert, Endwert, Schrittweite)) und unter Liste1 speichern.

seq(1+1/X,X,1,20,1) → L2 eigentliche Folge erzeugen und unter Liste 2 speichern�� ��STAT 1:Edit.. Hier kann man die Folgen in Listenform betrachten (ggf. auch
ändern)

2nd
�� ��STATPLOT Aufruf des Menü zum Zeichnen von Listen (Messreihen, Statisti-

ken u.ä.)
1:Plot1 Einstellung des Grafiktyp und der darzustellenden Listen. Aus-

wahl wie in der nebenstehenden Grafik treffen. Wichtig: Die dar-
zustellenden Listen müssen die selbe Dimension besitzen (hier 20
Elemente).�� ��GRAPH Darstellen der Grafik.

c© Michael Mieth Justus Knecht Gymnasium Bruchsal Schuljahr 2003/04



Bedienung des TI-83 Plus 11

2.6 Vektoren und Matrizen

Ziel: Umgang mitF =

(
4 2 3
3 −2 5

)
,−→a =

 −2
2
1

 und
−→
b =

 3
−1
0


Eingabe der Matrix F
2nd

�� ��MATRX EDIT 6:[F]
�� ��ENTER

Eingabe der Dimension der Matrix, hier 2 Zeilen und 3 Spalten
�� ��2

�� ��ENTER�� ��3
�� ��ENTER

Eingabe der Elemente der Matrix, jeweils mit
�� ��ENTER bestätigen.

Vektoren werden ebenfalls als Matrizen, aber nur mit einer Spalte eingegeben.

Ausgabe der Matrizen
2nd

�� ��MATRX NAMES 6:[F]
�� ��ENTER

Sollten Fehler bei der Eingabe festgestellt werden, können diese über
2nd

�� ��MATRX EDIT ... korrigiert werden.

Rechnungen mit Matrizen (und Vektoren)
Die Subtraktion und Addition von Matrizen ist nur bei gleicher Spalten- und
Zeilendimension möglich. Die Rechenoperation erfolgt genauso wie die skala-
re Multiplikation komponentenweise. Für Vektoren kann auf diese Weise jede
beliebige Linearkombination eingegeben werden. Man beachte, dass jeweils die
entsprechende Matrix mit2nd

�� ��MATRX NAMES... eingegeben werden muss.
z.B. für2−→a − 3

−→
b :�� ��2

�� ��× 2nd
�� ��MATRX NAMES 1:[A]

�� ��− �� ��3
�� ��× 2nd

�� ��MATRX NAMES 2:[B]

Multiplikation von Matrizen
Die Multiplikation von Matrizen ergibt wieder eine Matrix, wobei jedes einzelne
Element durch die Summe aller Produkte der Elemente der jeweiligen Zeile der
1.Matrix mit den Elementen der jeweiligen Spalte der zweiten Matrix ermittelt
wird.
Also muss die Spaltenanzahl der 1. Matrix mit der Zeilenzahl der zweiten Matrix
übereinstimmen, das Ergebnis ist eine Matrix mit der Zeilenzahl der ersten und
der Spaltenzahl der zweiten Matrix. Das Operationszeichen ist das ganz normale
Multiplikationszeichen.

Anwendung der Matrizenmultiplikation.
Dieses Produkt entspricht demSkalarprodukt , wenn der 2.Vektor als Zeilenvek-
tor vorliegt, dazu kann man einen bereits eingegebenen Vektortransponieren
(man vertauscht Zeilen mit Spalten).
Um den Vektor−→a zu transponieren, muss man
2nd

�� ��MATRX NAMES 1:[A] 2nd
�� ��MATRX MATH 2:T eingeben.

Rechnet man auf diese Weise−→a T ×
−→
b aus erhält man eine1× 1 Matrix, das Er-

gebnis des Skalarprodukt ist jedoch eine Zahl! Diese Zahl erhält man durch Zu-
griff auf das Element (1,1) der Ergebnis-Matrix:2nd

�� ��MATRX NAMES 1:[A]
2nd

�� ��MATRX MATH 2:T
�� ��× 2nd

�� ��MATRX NAMES 2:[B]
�� ��ENTER

2nd
�� ��ANS

�� ��(
�� ��1

�� ��,
�� ��1

�� ��)
�� ��ENTER

Auf diese Weise kann man auch denBetrag eines Vektorsbestimmen. Er ist die
Wurzel aus dem Skalarprodukt mit sich selber.
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2.7 Skalarprodukt (über Listen)

Diese alternative Variante ist häufig günstiger und leichter nachvollziehbar.
Hat man Vektoren bereits als Matrizen gespeichert, kann man diese leicht in eine
Liste umwandeln:
2nd

�� ��MATRX MATH 8:Matr Ilist
2nd

�� ��MATRX NAMES 1:[A] 2nd
�� ��L1

�� ��ENTER
Analog wird

−→
b in L2 gespeichert. Alternativ kann man die Vektoren auch direkt

in die Listen eingeben (vgl. hierzu die Ausführungen in 3.17:
�� ��STAT 1:Edit..

und Eingabe der Listenelemente mit
�� ��ENTER ).

Nun kann man im HBS mit den Listen rechnen, dabei werden alle Operationen
komponentenweise durchgeführt, z.B. ergibt2nd

�� ��L1
�� ��× 2nd

�� ��L2 eine Liste die
in jedem Element das Produkt der jeweiligen Elemente der Listen L1 und L2

enthält. Die Summe der Elemente dieser Liste entspricht dann gerade demSka-
larprodukt der Vektoren, dies erhält man durch:
2nd

�� ��LIST MATH 5:sum( 2nd
�� ��L1 2nd

�� ��L2
�� ��)

�� ��ENTER
Die Vorteile für das Rechnen mit Listen zeigt sich leicht an zwei Beispielen:
DerEinheitsvektor lässt sich durch Division der entsprechenden Liste durch den
Betrag des Vektorsbestimmen:
2nd

�� ��L1
�� ��÷ 2nd

�� ��√ 2nd
�� ��LIST MATH5:sum(

2nd
�� ��L1 2nd

�� ��L1
�� ��)

�� ��)
�� ��ENTER

Auch derWinkel zwischen zwei Vektorenlässt sich so sehr leicht berechnen
(Man prüfe vorher die ModuseinstellungDEGREE.)
2nd

�� ��COS−1 2nd
�� ��LIST MATH 5:sum( 2nd

�� ��L1 2nd
�� ��L2

�� ��)�� ��÷ 2nd
�� ��√ 2nd

�� ��LIST MATH 5:sum( 2nd
�� ��L1 2nd

�� ��L1
�� ��)

2nd
�� ��√ 2nd

�� ��LIST MATH 5:sum( 2nd
�� ��L2 2nd

�� ��L2
�� ��)

�� ��)
�� ��ENTER

2.8 Lineare Gleichungssysteme

Ziel lösen des LGS
4x + 2y = 3
3x− 2y = 5

.

Der GTR bietet die Möglichkeit Matrizen (Zeilenzahl ist kleiner oder gleich der
Spaltenzahl) nach dem Gaußverfahren umzuformen.
Das LGS muss dazu als Matrix eingegeben werden und dann mit dem Befehl
rref umgewandelt werden. Die letzte Spalte gibt dann die Lösung des LGS an.
Nach Speicherung der Koeffizienten des LGS in der Matrix F erhält man durch:
2nd

�� ��MATRX MATH B:rref( 2nd
�� ��MATRX NAMES 6:[F]

�� ��)
�� ��ENTER

eine Matrix, aus der sich nun die Lösung ablesen lässt.
Durch

�� ��MATH 1: IFrac
�� ��ENTER

�� ��ENTER , kann man die Lösungx =
8
7
, y = −11

14
als Bruch ablesen.
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3 Analysis

3.1 Nullstellen einer Funktion

Bsp.:f(x) = x2 − 3
Es gibt zwei Varianten zur Berechnung von Funktionsnullstellen mithilfe des
GTR. In beiden Fällen muss man jede Nullstelle einzeln bestimmen, Überlegung
zur Anzahl muss man separat anstellen.
Variante 1 ist bereits in Kapitel 2.3 vorgestellt, dazu wird der Funktionsterm null
gesetzt und diese Gleichung mit demSolver gelöst.
Variante 2 löst die Aufgabenstellung über den Grafen der Funktion:
Die Funktion wird unter

�� ��Y= eingegeben und aktiviert und nach Einstellung des
angemessenen Fensters (die zu berechnenden Nullstellen müssen im Fenster dar-
gestellt werden) unter

�� ��WINDOW mit
�� ��GRAPH gezeichnet.

Mit 2nd
�� ��CALC 2:zero wird der Nullstellenberechnungsalgorithmus aufge-

rufen, er benötigt nun die Eingabe der linken und rechten Intervallgrenze inner-
halb der die Nullstelle berechnet werden soll, sowie einen Startwert, bei dem
der Algorithmus startet. Die Eingabe kann sowohl mit Cursorbewegung und�� ��ENTER oder durch direkte Zahleingabe erfolgen. Sind mehrere Funktionen gra-
fisch dargestellt kann man vor Eingabe der linken Grenze mit den Cursortasten�� ��N und

�� ��H zwischen den Funktionen wechseln.

3.2 Minima und Maxima einer Funktion

Bsp.:f(x) = 1
4
x3 − x2 + 3

Auch hier existieren zwei Varianten: Die grafische erfolgt in Analogie zur Null-
stellenbestimmung mit2nd

�� ��CALC 3:min und 2nd
�� ��CALC 4:max statt

2nd
�� ��CALC 2:zero .

Die Methode bestimmt für die Funktion den Punkt des Schaubildes im angegeben
Intervall mit dem größten bzw. kleinsten Funktionswert, ggf. also auch Randma-
xima bzw. -minima.
Alternativ kann man im HBS mit dem Befehlfmin bzw. fmax die x-Stelle mit
dem größten bzw. kleinsten Funktionswert einer Funktion in einem bestimmten
Intervall berechnen:�� ��MATH 5:fmax(�� ��VARS Y-VARS 1:Function..1: Y1�� ��,

�� ��X,T,Θ,n
�� ��,

�� ��(-)
�� ��1

�� ��,
�� ��1

�� ��)
�� ��ENTER

Der Vorteil dieser Variante besteht darin, dass man so diex-Stelle erhält und für
weitere Rechnungen zur Verfügung hat, dass der Funktionswert separat berechnet
werden muss ist ein Nachteil.

3.3 Schnittpunkte zweier Funktionen

Bsp.:f(x) = x2 − 3 undg(x) = x
Auch hier existieren zwei Varianten: Die grafische erfolgt in Anleh-
nung zur Nullstellenbestimmung mit2nd

�� ��CALC 5:intersect statt
2nd

�� ��CALC 2:zero . Natürlich müssen zunächst mindestens zwei Funktionen
dargestellt werden. Nach Aufruf des „intersect “ Befehl muss man mit den
Cursortasten und

�� ��ENTER die beiden Funktionen auswählen und anschließend
einen Startwert für den Algorithmus angeben. Es muss für jeden Schnittpunkt ei-
ne separate Eingabe mit geeignetem Startwert gewählt werden.
Die Alternative verwendet denSOLVER und löst stattf(x) = g(x) die Glei-
chungf(x)− g(x) = 0.
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3.4 Numerische Ableitung an einer Stelle

Gesucht ist die Steigung einer Funktion an einer bestimmten Stelle, z.B. für
f(x) = 1

4
x3−x2 +3, an der Stellex0 = 3. Für die Berechnung steht im HBS der

BefehlnDerive und im GBS der Befehldy/dx zur Verfügung. Die Funktion
muss jeweils unter

�� ��Y= eingeben werden.
HBS:

�� ��MATH 8:nDerive( Ableitungsbefehl�� ��VARS Y-Vars 1:Function.. 1:Y 1 Funktionseingabe�� ��,
�� ��X,T,Θ,n

�� ��,
�� ��3

�� ��) Funktionsvariable undx0

GBS: 2nd
�� ��CALC 6:dy/dx Eingabe der Stelle und

�� ��ENTER

3.5 Zeichnen der Ableitungsfunktion

Möchte man die Ableitungsfunktion grafisch darstellen, kann man die numeri-
sche Ableitung des GTR nutzen. Hierbei wird der AbleitungsbefehlnDerive
(siehe 3.4) unter

�� ��Y= eingegeben und dabei anstelle derx-Stelle einfach die Funk-
tionsvariable eingesetzt.

3.6 Aufstellen und Zeichnen einer Tangente

Möchte man an das Schaubild einer Funktion in einem bestimmten Punkt eine
Tangente anlegen (z.B. an Funktionf aus 3.4 an der Stellex = 3, geht dies
nach dem Zeichnen der Funktion mit:2nd

�� ��DRAW 5:Tangent( Auswahl
derx-Stelle mit Cursor oder direkte Eingabe und

�� ��ENTER . (Man erhält sogar
den Funktionsterm der Tangente.)
Hat man die Funktion noch nicht gezeichnet, kann man die Funktion mit Tan-
gente auch direkt vom HBS aus zeichnen lassen:2nd

�� ��DRAW 5:Tangent(�� ��VARS Y-Vars 1:Function.. 1:Y 1

�� ��,
�� ��3

�� ��)
�� ��ENTER

3.7 Zeichnen einer Normalen

Die Normale einer Funktionf(x) an der Stellex0 hat die Funktionsgleichung
n : y = − 1

f ′(x0)
(x−x0)+ f(x0). Diese Gleichung muss man nun geeignet unter�� ��Y= eingeben. Die nebenstehende Grafik zeigt die Eingabe für die Stellex0 = 3.

Ein direkter Zeichenbefehl existiert leider nicht.

3.8 Zusammenhang der Funktion, 1. und 2. Ableitung (simul-
tan zeichnen)

Der Zusammenhang zwischen der Funktion und ihrer ersten beiden Ableitungen
kann man bei geeigneter Fensterwahl gut erkennen, wenn man je zwei Funktio-
nen simultan zeichnet.
Dazu müssen zunächst die Funktion unterY1 und ihre Ableitungsfunktionen (sie-
he 3.5) unterY2 bzw.Y3 gespeichert werden.
Dann muss man die Moduseinstellung unter

�� ��MODE auf Simul stellen, damit
alle darzustellenden Funktionen gleichzeitig gezeichnet werden.
Anschließend sollte man den jeweils zwei zu zeichnenden Funktionen unter-
schiedliche Strichform geben und sie aktivieren (bzw. alle anderen deaktivieren).
Durch

�� ��GRAPH werden nun z.B. die Funktion und ihre erste Ableitung gleich-
zeitig gezeichnet und man kann sehr schön erkennen, dass Extrem- und Nullstel-
len sowie Wende- und Extremstellen zusammenfallen etc.
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Zusammenhänge der Funktion mit ihren Ableitungen
Schaubild der Funktion f ...der ersten Ableitungf ′ ...der zweiten Ableitungf ′′

Hochpunkt Nullstelle mit VZW von + zu -
Tiefpunkt Nullstelle mit VZW von - zu +
Sattelpunkt Nullstelle ohne VZW/ Extrema Nullstelle mit VZW
Wendepunkt Extrempunkt Nullstelle mit VZW
monoton steigend positiv
monoton fallend negativ
rechts gekrümmt monoton fallend negativ
links gekrümmt monoton steigend positiv

3.9 Bestimmen der Wendepunkte

Für Wendepunkte gibt es leider keine integrierte Standardfunktion. Es gilt: Die
Funktionf hat an den Stellen Wendepunkte, an denen sich die Extrema der 1.Ab-
leitung befinden.
Man bestimmt also Wendepunkte, indem man die Ableitungsfunktion (vgl. 3.5)
zeichnen lässt und anschließend die Extremstellen (vgl. 3.2) dieser Funktion be-
stimmt.
Achtung: Die angezeigten Funktionswerte gehören zur Ableitungsfunktion, die
Ordinate der Wendepunkte(f(xw)) muss man separat berechnen! Ich empfehle
deshalb nach dem Zeichnen der Ableitungsfunktion ihre Extremstellen ungefähr
zu notieren und sie dann im HBS mitfmin(.. bzw. fmax(.. zu berechnen
(xw) und das Ergebnis zwischen zu speichern um den Funktionswert(f(xw)) zu
berechnen (siehe Grafik).

3.10 Numerisches Integrieren: durchgängig

Durch Berechnen eines bestimmten Integrals kann man den Flächeninhalt zwi-
schen Funktionsgraph und Abszisse bestimmen, dabei muss man das Vorzeichen
beachten und darf immer nur das bestimmte Integral betrachten, wenn auf dem
zu integrierenden Intervall keine Nullstelle liegt.
Es soll z.B. für die Funktionf(x) = x2 − 3 die Fläche unter der Kurve im Inter-
vall I = [2; 4] bestimmt werden.
Als Erstes muss man prüfen, ob die Funktion aufI Nullstellen besitzt, dies ist
nicht der Fall - man kann also durchgängig integrieren:

HBS:

�� ��MATH 9:fnInt Aufruf des num. Integral
X2-3 Funktionsterm�� ��,

�� ��X,T,Θ,n Funktionsvariable�� ��,
�� ��2

�� ��,
�� ��4

�� ��) Integralgrenzen�� ��ENTER Berechnung von
∫ 4

2
x2 − 3dx

GBS:

2nd
�� ��CALC 7:

∫
f(x)dx numerisches Integral�� ��2

�� ��ENTER Eingabe der unteren Grenze�� ��4
�� ��ENTER Eingabe der oberen Grenze

Berechnung des Integral.
Liegt die Fläche unterhalb derx-Achse, muss man das Vorzeichen umkehren.

3.11 Numerisches Integrieren: Beachtung der Nullstellen

Es soll z.B. für die Funktionf(x) = x3 +2x2−x− 2 die Fläche unter der Kurve
im Intervall I = [−2, 2] bestimmt werden.
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Aus dem Schaubild erkennt man dass im Intervall Nullstellen liegen, um den
Flächeninhalt zu bestimmen müssen die Flächenteile oberhalb bzw. unterhalb
der Nullstellen jeweils separat berechnet werden.
Variante 1: Man bestimmt zunächst die Nullstellen im IntervallI (3.1) und
berechnet dann jeweils die Teilstücke wie in 3.10.
Variante 2: Man wendet den Betrag-Trick an, d.h. man berechnet die Fläche
unter der Kurve zur Funktion|f(x)| im Intervall I, diese Funktion besitzt ja nur
Flächen oberhalb der Abszissen-Achse.�� ��Y=

�� ��MATH NUM 1:abs(
X3+3X2-X-2) Eingabe des Betrag der Funktionf�� ��WINDOW

�� ��GRAPH Fenstereinstellungen und Zeichnen
2nd

�� ��CALC 7:
∫

f(x)dx numerisches Integral�� ��(-)
�� ��2

�� ��ENTER
�� ��2

�� ��ENTER Eingabe der Grenzen und Berechnen

3.12 Fläche zwischen zwei Schaubildern

Gegeben seien die Funktionenf(x) = 5x2 − 3 undg(x) = −x2. Aufgabe sei es
nun den Flächeninhalt zwischen den beiden Schaubildern zu bestimmen.
Die Funktionenf, g haben 2 SchnittpunkteS1, S2, die jeweils die Grenzen des
zu bestimmenden Integrals bilden. Integriert wird über die Differenzfunktion
h(x) = g(x) − f(x) :

∫ s2

s1
h(x)dx. (S1 und S2 sind jetzt die Nullstellen von

h(x))
Bei der Differenzbildung ist zu beachten, dass man die untere Funktion von der
oberen subtrahiert, da man ansonsten ein negatives Ergebnis erhält. Die Proble-
matik umgeht man, in dem man das Integral über den Betrag der Differenzfunk-
tion bildet:

∫ s2

s1
|f(x)− g(x)|dx.

Alternativ kann man den Flächeninhalt zwischen den Schaubildern auch im
Hauptmenü berechnen, wobei auch hier wieder zuvor die Schnittpunkte berech-
net werden müssen.�� ��MATH 9:fnInt(
abs(Y 1-Y 2),X,- √(1/2), √(1/2))

3.13 Volumen eines Rotationskörpers

Es soll z.B. das Volumen des Rotationskörper berechnet werden, der entsteht,
wenn der Graf der Funktionf(x) = 1

x
im Intervall I = [1; 4] um die Abszissen-

Achse rotiert.
Es gilt: V = π

∫ 4

1
f 2(x)dx�� ��Y=

�� ��1
�� ��÷ �� ��X,T,Θ,n Eingabe der Funktionf beiY1 (deaktiviert)

2nd
�� ��π

�� ��VARS Y-Vars 1:Function.. 1:Y 1

�� ��x2

Eingabe der Funktionπf 2(x) in Y2
Anschließend wie in 3.10 das Integral vonY2 berechnen.

3.14 Zeichnen von Parameter-Funktionen

Es soll z.B. die Funktionenscharft(x) = 1
t
x2 − 3 für verschiedene Werte vont

gezeichnet werden.
Dies ist möglich, in dem man anstelle des Parameters in der Funktionsgleichung
eine Liste von Werten für den Parameter eingibt. Listen werden auf dem TI in
geschweifte Klammern (Zweitbelegung) eingegeben.
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Eleganter ist die Variante anstatt der Liste einen Listennamen einzugeben, z.B.
L1, und diese Liste dann entweder im HBS oder im

�� ��STAT -Menü zu editieren.
HBS: {1,2,3,4,5} → L1�� ��STAT 1:Edit.. und direkte Eingabe der Parameterwerte.
Für Untersuchungen der Kurvenschar ist zu beachten, dass die eingegeben Funk-
tionenschar als eine Funktion betrachtet wird. Der GTR löst alle angewendeten
Berechnungen für den jeweils an erster Stelle eingegebenen Parameterwert.

3.15 Abschnittsweise definierte Funktionen

Der TI83 Plus verfügt über die Möglichkeit numerische Ausdrücke zu verglei-
chen und nach der Auswahl eines Relationszeichen dem entstehendem Ausdruck
einen Wahrheitswert (wahr = 1, falsch = 0) zuzuordnen.
So liefert z.B.−2 < 0 als Ergebnis1, während−2 ≥ 0 den Wert0 ausgibt.
Die Relationszeichen findet man unter2nd

�� ��TEST TEST.
Diese Funktion macht man sich für abschnittsweise definierte Funktionen zu-
nutze: Man multipliziert jeden einzelnen Term mit seiner Gültigkeitsbedingung.
Damit erreicht man, dass der Term den Wert 0 annimmt, wenn er nicht zutreffend
ist und ansonsten seinen eigenen Wert.
Die Summe aller auf dieser Weise modifizierten Einzelterme liefert dann einen
durchgängig1 gültigen Funktionsterm, der die abschnittsweise definierte Funkti-
on auf dem Display darstellt.

Soll z.B. die Funktionf(x) =

{
−x für x < 0

x für x ≥ 0
dargestellt werden, muss man

den Funktionsterm in folgender Weise modifizieren:
f(x) = −x(x < 0) + x(x ≥ 0) bevor man sie zeichnet.

3.16 Funktionsanpassung - Regression

Neben der Darstellung von zweidimensionalen Daten, kann der GTR zu diesen
Daten eine optimale2 Funktion finden.
Die Darstellung der Daten erfolgt wie unter 3.17 dargestellt. Die Messdaten wer-
den in zwei Listen eingegeben - z.B. über

�� ��STAT 1:Edit.. . Anschließend
wird unter2nd

�� ��STATPLOT z.B.Plot1 aktiviert, der 1. Darstellungstyp ausge-
wählt und hinter Xlist und Ylist jeweils der entsprechende Listenname gewählt.
Nach geeigneter Fenstereinstellung kann mann die Messdaten als Punkte oder
Kreuze (je nach Wunsch) sehen und in der Anschauung einen geeigneten Funk-
tionstyp für die anschließende Regression wählen.
Die Regression wird vom HBS aus durchgeführt im

�� ��STAT -Menü findet man
das UntermenüCALCund kann dort den entsprechenden Funktionstyp für die
Regression auswählen.
Dem Regressionsbefehl z.B.Logistic müssen dann noch die zwei Listen als
Argument zugeordnet werden, dabei ist die Liste mit den Werten der Funkti-
onsvariable als erstes und die mit den Funktionswerten als zweites anzugeben.
Optional kann man als drittes Argument noch einen Funktionsnamen eingeben,
unter dieser wird dann die ermittelte Funktion gespeichert und kann dann grafisch
dargestellt werden (man beachte dass unter dem gewählten Funktionsnamen kein
Funktionsterm gespeichert ist!).

1Voraussetzung ist, dass die Gültigkeitsbedingungen der Einzelterme durchgängig sind.
2Die Optimierung erfolgt nach der „least-square“-Methode

c© Michael Mieth Justus Knecht Gymnasium Bruchsal Schuljahr 2003/04



Bedienung des TI-83 Plus 18

3.17 Folgen

3.17.1 implizite Folgen - regressive Folgenvorschrift

So wie man unter
�� ��Y= Funktionsvorschriften eingeben kann, gilt dies auch für

Folgen, man muss nur zunächst unter
�� ��MODE die Umstellung auf Folgen vor-

nehmen, in dem manSeq stattFunc wählt und den DarstellungstypDot anstel-
le vonConnected .
Unter

�� ��Y= muss man nun für eine Folge mehrere Zeilen angeben.
Für nmin wählt man dass kleinste n dass abgebildet wird (zumeist 1, manchmal
auch 0).
Hinteru( n)= gibt man die rekursive Bildungsvorschrift ein, auf die Folgen u,v,n
greift man über die Zweitbelegung der Zifferntasten

�� ��7 ,
�� ��8 und

�� ��9 zu. Die Fol-
genvariablen erhält man durch die Variablentaste

�� ��X,T,Θ,n .
Die dritte Zeileu( nMin)= dient zur Eingabe des Startwertes des ersten Fol-
gegliedes. Sind wie z.B. bei der Fibonacci-Folge die ersten beiden Glieder der
Folge gegeben, dann können die hier als Liste, also in geschweiften Klammern
angegeben werden.
Mittels

�� ��GRAPH erhält man nach geeigneter Fenstereinstellung dann die Dar-
stellung der Folge und mit2nd

�� ��TABLE kann man sich die Werte der Folgen-
glieder ansehen (man sollte zuvor unter2nd

�� ��TBLSET MTbl=1 gewählt haben).
Am Beispiel der Folgenun = un−1 · n; u1 = 1 (also der Fakultät) und der Folge
vn = vn−1 + vn−2; v1 = 1; v2 = 11(Fibonacci-Folge) ist dies in den nebenste-
henden Abbildungen illustriert.

3.17.2 explizite Folgen

Prinzipiell geht man genauso wie bei den impliziten Folgen vor. Der Folgenstart
und die explizite Bildungsvorschrift werden eingegeben, der Startwert für das
erste Folgenglied ist überflüssig und bleibt daher frei.
Nebenstehend sei dies für die Folgeun = n! gezeigt.

1Die Wahl der Indices ist leider durch den TI 83 Plus vorgegeben und mathematisch nicht günstig.
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4 Affine und metrische Geometrie

Abgesehen von der Behandlung der linearen Gleichungssysteme beschränke ich mich im folgenden auf die
Behandlung geometrischer Aufgaben im dreidimensionalen Anschauungsraum.

4.1 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Der TI-83 Plus löst lineare Gleichungssysteme mit maximal 51 Zeilen1, mithilfe des sogenannten Gaußver-
fahren, bei dem durch geeignete Zeilenumformungen jede Gleichung (Zeile) so umgeformt wird, dass sie
nur eine Variable und die zugehörige Lösung enthält.
Hat man ein LGS gegeben, notiert man es zunächst in der Form, dass gleiche
Variablen untereinander und alle Absolutglieder auf der rechten Seite der
Gleichung stehen, z.B.:
(I) 2x + 1y − 3z = 0
(II) 2x − 4z = −3
(III) 4x + 4y − 3z = 8
Dieses LGS übergibt man nun, unter Weglassen der Variablen und der Gleich-
heitszeichen (Operationszeichen werden als Vorzeichen aufgefasst), dem GTR
als Matrix. Im Normalfall hat diese Matrix eine Spalte mehr als Zeilen. Im
konkreten Fall lautet sie:

A =

2 1 −3 0
2 0 −4 −3
4 4 −3 8


Die Eingabe erfolgt in dem man unter2nd

�� ��MATRX EDIT eine Matrix auswählt
zunächst ihre Größe (Zeilen× Spalten) angibt und anschließend die einzelnen
Koeffizienten eingibt.Dann wendet man auf diese Matrix den Befehlrref( an.
Dazu wechselt man wieder in den HBS:
2nd

�� ��MATRX MATHB:rref(
2nd

�� ��MATRX NAMES 6:F
�� ��)

�� ��ENTER
Das Ergebnis ist wieder eine Matrix z.B.

1 0 0 2, 5
0 1 0 1
0 0 1 2

 die als Gleichungs-
system interpretiert werden kann:
(I) 1x = 2, 5 ; (II) 1y = 1 ; (III) 1z = 2
Tipp: Wendet man nach der Berechnung den Operator

�� ��MATH 1: IFrac an,
werden alle Koeffizienten (sofern möglich) als Brüche angezeigt.

4.1.1 Interpretation der Lösungen

Wird ein übliches LGS, dass genauso viele Zeilen wie Variablen besitzt gelöst
gibt es prinzipiell drei Möglichkeiten: Entweder es gibt genau eine Lösung, dann
kann man diese wie oben beschrieben direkt ablesen oder es gibt unendlich viele
Lösungen und zur eindeutigen Angabe muss man Parameter verwenden oder im
ungünstigsten Fall gibt es keine Lösung, weil die Gleichungen einen Widerspruch
enthalten.
Das es unendlich viele Lösungen gibt, erkennt man daran, dass die unterste Zeile
nur Nullen enthält. Wie viele Parameter man zur Lösungsangabe benötigt erfährt
man durch die Anzahl an Null-Zeilen.
Die Berechnung der parametrischen Lösung muss händisch erfolgen. Man kann
die vereinfachten obersten Zeilen des LGS dafür verwenden.
Das ein LGS keine Lösung besitzt erkennt man an einem Widerspruch in der
Lösung. In der untersten Zeile stehen dann als Koeffizienten für die Variablen
nur Nullen aber der Koeffizient für das Absolutglied ist ungleich Null, z.B.0x +
0y + 0z = 1.

(LGS mit unendlich
vielen Lösungen)

(LGS ohne Lösung)

1bei völlig leerem Speicher
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4.1.2 über- und unterbestimmte LGS

Der Operator2nd
�� ��MATRX MATH B:rref( erfordert, dass die Spaltenzahl größer oder gleich der Zei-

lenzahl ist. Damit kann man also LGS die unterbestimmt sind (weniger Gleichungen als Variable) und LGS
die einfach überbestimmt sind (eine Gleichung mehr als Variable) untersuchen.
Der erste Fall bringt uns keinen Informationsgewinn. Der vordere quadratische Teil der Matrix wird soweit
wie möglich in eine Einheitsmatrix umgeformt und im hinteren Teil stehen weitere Koeffizienten. Dieses
unterbestimmte LGS hat unendlich viele Lösungen, man kann durch diese Berechnung lediglich die Anzahl
der Parameter bestimmen die zur Lösungsangabe nötig sind: Man subtrahiert die Dimension der vorderen
Einheitsmatrix von der Anzahl der Variablen.
Der zweite Fall führt im allgemeinen Fall auf einen Widerspruch. Beim händischen rechnen lässt man eine
Zeile weg, löst das LGS und überprüft die Lösung in der weggelassenen Zeile. Dies entfällt mit dem GTR.
Man übergibt dem GTR die Koeffizientenmatrix und bestimmt mittels2nd

�� ��MATRX MATH B:rref( die
Lösung. Die unterste Zeile gibt nun Auskunft, ob das LGS lösbar ist oder nicht: Enthält die unterste Zeile
ausschließlich Nullen findet sich in den Zeilen darüber die Lösung des LGS, steht dort aber in der letzten
Spalte eine Eins heißt dies, das LGS besitzt keine Lösung.

4.2 Lineare Abhängigkeit von Vektoren

Sehr häufig steht man vor der Aufgabe zu prüfen, ob Vektoren linear abhängig sind oder nicht. Handelt es
sich um zwei Vektoren, dann kann man dies „mit einem Blick“ feststellen: Zwei Vektoren sind kollinear
(linear abhängig) wenn sie Vielfache voneinander sind. Man stellt also an einer Komponente fest mit wel-
chen Faktor sie zusammenhängen und prüft die beiden anderen Komponenten.
Für drei Vektoren gestaltet sich dies schwieriger und es gibt mit dem GTR 2 zweckmäßige Lösungsmög-
lichkeiten:

Variante 1:3 Vektoren−→a ,
−→
b ,−→c sind linear unabhängig genau dann, wenn das

LGS u−→a + v
−→
b + w−→c = 0 nur die Triviallösungu = v = w = 0 besitzt.

Andernfalls besitzt das LGS unendlich viele Lösungen und die Vektoren sind
komplanar (linear abhängig).
Man löst also das LGS wie in Kapitel 4.1 beschrieben. (Dabei kann man die 4.
Spalte weglassen, da sie sowieso nur Nullen enthält.)

Bsp.:−→a =

 2
2
−4

 ,
−→
b =

 1
0
−4

 ,−→c =

−3
−4
4


Die Matrix

 2 1 −3
2 0 −4
−4 −4 4

 vereinfacht der GTR zu

1 0 −2
0 1 1
0 0 0

. Da die

unterste Zeile der Lösungsmatrix nur Nullen enthält sind die drei Vektoren
−→a ,
−→
b ,−→c komplanar (linear abhängig).

Variante 2: 3 linear unabhängige Vektoren−→a ,
−→
b ,−→c spannen einen Spat auf.

Das orientierte Volumenmaß dieses Spates lässt sich mithilfe der Determinante
der zugehörigen Matrix A=(−→a

−→
b −→c ) berechnen.

Erhält mandet(A) = 0, dann ist das Volumen des Spates 0 VE, es wird
also kein Spat aufgespannt, die drei Vektoren liegen in einer Ebene und sind
komplanar. Giltdet(A) 6= 0 wird ein Spat aufgespannt und die Vektoren sind
linear unabhängig.
Die Determinante einer Matrix bestimmt man mit dem Operator
2nd

�� ��MATRX MATH1:det( .
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4.3 Geraden

Geraden werden durch einen Stützvektor und einen Richtungsvektor eindeutig
bestimmt, sie wird in der allgemeinen Form angegeben:g : −→x = −→p + r−→v .
Genauso eindeutig ist eine Gerade durch zwei PunkteA; B gegeben. In dem Fall
stellt man die Geradengleichung durchg : −→x =

−→
OA + r

−→
AB auf.

Der Taschenrechner hilft bei der Berechnung des Richtungsvektor
−→
AB in dem

man die Punkte aufgefasst als die zugehörigen Ortsvektoren in3 × 1-Matrizen
eingibt und dann die Differenz bildet:

−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA.

Um Punkte der Geraden zu bestimmten Wertenr zu ermitteln geht man analog
vor z.B. gilt für r = 2:

−→
OP =

−→
OA + 2 ·

−→
AB.

Will man testen, ob ein PunktC auf der Geraden liegt, überprüft man ob die
Vektoren

−→
AC und

−→
AB kollinear sind.

Im Beispiel sind die beiden Vektoren offensichtlich nicht kollinear,C liegt also
nicht aufg.
[A] Stützvektor der Geraden
[B]− [A] Richtungsvektor der Geraden
[A] + 2([B]− [A]) Punkt aufg mit r = 2

[C]− [A] Vektor
−→
AC, ist dieser kollinear zu

−→
AB,

dann liegtC aufg (hier nicht!)

4.4 Lagebeziehung von Geraden

Untersucht man die Lagebeziehung zweier Geraden im Raum, testet man zu-
nächst die Kollinearität der Richtungsvektoren.
1. Fall, sie sind kollinear.
D.h. die Geraden verlaufen in die selbe Richtung sie sind parallel. Sie könnten
als Spezialfall aber auch identisch sein, dazu testet man ob ein beliebiger Punkt
der einen Gerade auf der anderen Gerade liegt (Kap. 4.3).
2. Fall sie sind nicht kollinear.
Jetzt gibt es wieder zwei Fälle, entweder die Geraden schneiden sich (sie haben
einen Punkt gemeinsam) oder sie liegen windschief zueinander (sie haben keinen
Punkt gemeinsam). Dies testet man, in dem man die Geraden gleich setzt und das
so erhaltene LGS löst, es hat eine Lösung, den Schnittpunkt der Geraden oder es
hat keine Lösung, wenn die Geraden windschief sind.

Die Untersuchung soll am Beispiel der Geradeng1 durchA(3, 1, 0) undB(1, 2, 2)
und Geradeng2 durchC(0, 2,−1) undD(2, 3, 0) verdeutlicht werden:
[A]; [C] Stützvektoren der Geradeng1, g2

[B]− [A] → [H] Richtungsvektor vong1

[D]− [C] → [I] Richtungsvektor vong2

Da [H] und [I] nicht kollinear sind, gilt für die Geraden, dass sie weder parallel
noch identisch sind.
[C]− [A] → [J ] Verbindungsvektor der Stützvektoren
2nd

�� ��MATRX MATH 7:augment( [H],−[I]) Zusammenfügen der Vektoren zu einer Matrix für das LGS
2nd

�� ��MATRX MATH 7:augment( Ans [J ]) r[H]− s[I] = [J ] (Gleichsetzen der Geraden).
2nd

�� ��MATRX MATH B:rref Ans ) Lösen des LGS.
Aus der letzten Zeile:0r + 0s = 1 schlussfolgert man, da es ein Widerspruch ist, gibt es keinen Schnitt-
punkt, die Geraden sind windschief.
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4.5 Ebenen (Parametergleichung)

Ebenen werden durch einen Stützvektor und zwei Richtungsvektoren
eindeutig bestimmt, sie werden so in der Parameterform angegeben:
E : −→x = −→p + r−→u + s

−→
V . Genauso eindeutig ist eine Ebene durch drei

PunkteA; B; C gegeben. In dem Fall stellt man die Parametergleichung durch
E : −→x =

−→
OA + r

−→
AB + s

−→
AC auf.

Der Taschenrechner hilft bei der Berechnung der Richtungsvektoren
−→
AB und−→

AC in dem man die Punkte, aufgefasst als die zugehörigen Ortsvektoren, in
3 × 1-Matrizen eingibt und dann die Differenz bildet:

−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA,−→

AC =
−→
OC −

−→
OA

Um Punkte der Ebene zu bestimmten Wertenr, s zu ermitteln bildet man die
zugehörigen Linearkombinationen der Vektoren z.B. gilt fürr = 2, s = −1:−→
OP =

−→
OA + 2 ·

−→
AB −

−→
AC.

Will man testen, ob ein PunktD in der Ebene liegt, überprüft man ob die
Vektoren

−−→
AD,

−→
AC und

−→
AB komplanar sind, in dem man das zugehörige LGS

nach dem Gaussverfahren umformt, siehe Kapitel 4.2
[A] Stützvektor der Ebene
[B]− [A] → [H], [C]− [A] → [I] Richtungsvektor der Geraden
[A] + 2[H]− [I] Punkt aufg mit r = 2, s = −1

[D]− [A] → [J ] Vektor
−−→
AD

augment( [H], [I]) Zusammenfügen zu einer Matrix
augment(Ans , [J ]) zum Prüfen der Komplanarität
rref(Ans) aus der letzten Zeile folgt hier D liegt in E.

4.6 Koordinatengleichung und Normalenform einer Ebene

Häufig soll man zu den drei Punkten die eine Ebene kennzeichnen eine zuge-
hörige Koordinatengleichung oder Gleichung in Normalenform aufstellen. Eine
Koordinatengleichung hat die Formax + by + cz + d = 0 Nun muss man die
Koeffizientena, b, c, d so bestimmen, dass die Gleichung für die 3 Punkte gilt.
Dafür stellt man das zugehörige LGS durch Einsetzen der Polarkoordinaten auf.
Dies wird hier fürP (1|2|4), Q(0|2|3), R(1| − 1|1) gezeigt:
(I) 1x + 2y + 4z + d = 0
(II) 2y + 3z + d = 0
(III) 1x − 1y + 1z + d = 0
Dieses LGS übergibt man zum Lösen dem GTR, da es 4 Variablen und nur drei
Gleichungen enthält, kommt eine mindestens einparametrige Lösung heraus, d.h.
man kann einen der Koeffizienten frei wählen. Am zweckmäßigsten wählt man
d so, dass die anderen Koeffizienten möglichst einfach sind.
Im Beispiel erhält mana− d = 0; b− d = 0; c + d = 0 und wählt dannd = 1.
Man erhält so die Koordinatengleichung
E : x + y − z + 1 = 0.

Die Normalenform hat die Gestalt:[−→x −−→p ] ◦−→n . Den Normalenvektor−→n kann man aus der Koordinaten-

gleichung ablesen:−→n =

a
b
c

. Ein Punkt der Ebene für den Ortsvektor−→p ist gegeben. Im Beispiel erhält

man mitP : E :

−→x −
1

2
4

 ◦
 1

1
−1

 = 0.
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4.7 Umwandlung von Ebenen in Normalenform in die Koordinatenform und um-
gekehrt

Hier ist der GTR kein zweckmäßiges Hilfsmittel, da man den Normalenvektor aus der Koordinatenglei-
chung ablesen kann und umgekehrt. Für die Normalenform benötigt man einen Punkt der Ebene der leicht
gefunden wird (2 Koordinaten vorgeben) und für die Koordinatenform bestimmt man den Koeffizientd
durch Einsetzen des Ortsvektor−→p ind die Koordinatengleichung.

4.8 Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene

Eine Gerade kann eine Ebene in einem Punkt durchstoßen, komplett in der Ebene liegen oder parallel
zur Ebene verlaufen. D.h. wenn man versucht die gemeinsamen Punkte zu bestimmen gibt es genau eine
Lösung (Durchstoßpunkt), unendlich viele Lösungen (g liegt in E) oder keine Lösungen (g||E). Wie das
Gleichsetzen funktioniert ist hier für die drei möglichen Formen der Ebenengleichungen beschrieben.

4.8.1 Ebene in Parameterform

Gegeben seien z.B. die Geradeg und die EbeneE in der Form

g : −→x =

 2
0
−3

 + t

−4
1
1

 , E : −→x =

 2
−1
0

 + r

 2
−2
−4

 + s

 4
0
−1

.

Nun setzt man die Geraden- und Ebenengleichung gleich: 2
0
−3

 + t

−4
1
1

 =

 2
−1
0

 + r

 2
−2
−4

 + s

 4
0
−1


und formt dieses Gleichungssystem so um das alle Variable auf der einen und die Absolutglieder auf der
anderen Seite stehen:
(I) − 2r − 4s − 4t = 0
(II) 2r + t = −1
(III) 4r + s + t = 3
Diese wird nun mit dem GTR durchrref( gelöst und die Lösung muss entspre-
chend interpretiert werden.
Enthält die letzte Zeile nur Nullen, liegtg in E. Steht in der letzten Zeile ein
Widerspruch z.B.0r + 0s + 0t = 3, dann giltg||h. Im vorliegenden Fall gilt
r = 6

7
, s = 16

7
, t = −19

7
und die Gerade und die Ebene haben einen Durchstoß-

punkt gemeinsam, ihn erhält man in dem man z.B.t in die Geradengleichung
einsetzt:

−→
d =

 2
0
−3

− 19
7

−4
1
1

 = 1
7

 90
−19
40

 also D
(

90
7
| − 19

7
|40

7

)
.

4.8.2 Ebene als Koordinatengleichung

Man setzt die Geradengleichung komponentenweise in die Ebenengleichung ein. Dies ist eine Gleichung
mit einer Unbekannten, die man folglich ohne GTR von Hand löst.
1. Fall: man erhält0 = 0, also liegtg in E
2. Fall: man erhält einen Widerspruch z.B.0 = 3, also giltg||E.
3.Fall: man erhält eine Lösung z.B. t=2, diesen Parameter setzt man in die Geradengleichung ein um den
Durchstoßpunkt zu erhalten.

4.8.3 Ebene in Normalenform

Auch hier setzt man die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein (für den Vektor−→x ) und erhält (nach
der Bestimmung des Skalarprodukts auf der linken Gleichungsseite) eine Gleichung mit einer Unbekannten
wie in Kapitel 4.8.2.
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4.9 Lagebeziehung zweier Ebenen

Zwei Ebenen können sich schneiden und eine Gerade gemeinsam haben, sie können echt parallel zu einan-
der liegen oder identisch sein.

4.9.1 Ebenen in Parameterform

Man bestimmt die Lagebeziehung durch Gleichsetzen der Ebenengleichungen.
Die zwei EbenenE1 : −→x = −→p1 + r−→v1 + s−→w1 undE2 : −→x = −→p2 + t−→v2 + u−→w2 setzt man gleich:
−→p1 + r−→v1 + s−→w1 = −→x = −→p2 + t−→v2 + u−→w2

formt um und übergibt dann das geordnete LGS dem GTR:
r−→v1 + s−→w1 − t−→v2 − u−→w2 = −→p2 −−→p1+
Erhält man beim Lösen dieses LGS einen Widerspruch heißt dies, sie haben keine gemeinsamen Punkte; bei
einer einparametrigen Lösung ist dies die Schnittgeradengleichung und die zweiparametrige Lösung sind
die beiden identischen Ebenen selber.
Im Beispiel sei dies für folgende Ebenen gezeigt:

E1 : −→x =

1
2
5

+r

 3
1
−4

+s

1
2
2

 , E2 : −→x =

−1
0
1

+ t

 2
−3
8

+u

 2
1
−4


Die unterste Zeile der Lösungsmatrix gibt wieder Auskunft über die Lagebezie-
hung. Stünden dort lauter Nullen wären die Ebenen identisch. Stünde dort ein
Widerspruch z.B.0r + 0s + 0t + 0u = 1 dann wären die Ebenen echt parallel.
Im Beispiel erhält mant − 1

9
u = 2

9
oder umgeformtu = 9t − 2. Diese Lösung

setzt man nun von Hand in die Ebenengleichung der EbeneE2 ein und fasst diese
Gleichung zur Schnitt-Geradengleichung zusammen.

g : −→x =

−5
−2
9

 + t

20
6
28


4.9.2 Ebenen in Koordinatenform

Sind die Ebenen in Koordinatenform gegeben, kann man die Parallelität und Identität leicht prüfen. Die
Ebenen sind identisch, wenn sie Vielfache voneinander sind. Ist dies nicht der Fall, aber die leicht abzule-
senden Normalenvektoren sind Vielfache voneinander,dann sind die Ebenen echt parallel.
Ist dies auch nicht der Fall, besitzen die beiden Ebenen eine Schnittgeraden, die man erhält in dem man das
Gleichungssystem der beiden Ebenen löst und geeignet interpretiert.

Dies ist für die beiden BeispielebenenE1 : 2x + 3y + 4z − 3 = 0 und
E2 : x− y + z + 1 = 0 im Folgenden demonstriert:
(I) 2x + 3y + 4z − 3 = 0
(II) x − y + z + 1 = 0
Die Lösung des LGS ergibt:
x + 7

5
z = 0 undy + 2

5
z − 1 = 0; durch geeignete Wahl einer der Variablen z.B.

z = 5t erhält man die Geradengleichung:x = −7t y = 1− 2t z = 5t

Also: g : −→x =

0
1
0

 + t

−7
−2
5

.

4.9.3 Je eine Ebene in Koordinatenform und in Parameterform

Hier kann der GTR wieder nicht als Hilfsmittel genutzt werden. Die Ebenengleichung in Parameterform
wird in die Ebene in Koordinatenform eingesetzt und die Gleichung mit den beiden Parametern wird nach
einem Parameter aufgelöst, der dann in der Ebenengleichung in Parameterform eingesetzt wird und so die
Schnittgeradengleichung liefert. Tritt bei der Umformung der Gleichung eine immer wahre Aussage auf
sind die Ebenen identisch und bei einem Widerspruch echt parallel.
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4.10 Rechnen mit Vektoren (Listen)

Zu zwei gegebenen Vektoren soll ihr Skalarprodukt, ihre Längen, ihr Einheits-
vektor und der von ihnen eingeschlossene Winkel bestimmt werden.

Dies wird für die Vektoren−→a =

1
2
2

 und
−→
b =

 2
−1
0

 gezeigt.

�� ��STAT EDIT 1:Edit Eingabe der Vektoren als Listen
2nd

�� ��LIST MATH 5:sum(
sum(L 1L2) Skalarprodukt:

Summe der Produkte in den Komponenten
√

(sum(L 1L1) Betrag des Vektor−→a :

Wurzel aus dem Skalarprodukt mit sich selber
L1/

√
(sum(L 1L1) Einheitsvektor: Vektor durch seinen Betrag.

cos−1(sum(L 1L2) /(
√

(sum(L 1L1)
√

(sum(L 2L2) ))

Winkel zwischen−→a ,
−→
b : cos α =

−→a ◦
−→
b

|−→a |·|
−→
b |

(Achtung!!! ggf. muss noch das Winkelmaß unter
�� ��MODE auf DEGREEgestellt

werden!)

4.11 Abstand zweier Punkte

Gegeben sind die PunkteA(2|1| − 1), B(1|0| − 3). Den Abstand erhält man
gemäßd(A, B) = |

−→
AB|�� ��STAT EDIT 1:Edit Eingabe der Ortsvektoren als Listen

L2-L 1→L3 Verbindungsvektor alsL3√
(sum(L 3L3) Betrag des Verbindungsvektor

Damit beträgt der Abstand 2,45 LE.

4.12 Abstand Punkt - Ebene

Sind ein PunktP und eine EbeneE gegeben, dann lässt sich der Abstand
d(P, E) mit der Hesseschen-Koordinatenform bestimmen:

d(P, E) =
|−→p ◦ −→n − d|

|−→n |
Wobei−→p der Ortsvektor des Punktes,−→n der Normalenvektor der Ebene undd
der (Entfernungs-)Koeffizient der Ebene ist. Aus der Ebenengleichung in Koordi-
natenform kann man dasd direkt ablesen, es ist das Absolutglied auf der rechten
Seite der Ebenengleichung.
Ist die Ebene in Normalen- oder Parameterform gegeben muss man also zunächst
die Koordinatenform bestimmen (siehe Kap. 4.6).
FürP (3|0| − 2) undE : x + 2y − 2z = 5 sei dies im Bsp. verdeutlicht.�� ��STAT EDIT 1:Edit Eingabe der Vektoren als Listen
5 → D 5 ausx + 2y − 2z = 5 wird in D gespeichert
√

(sum(L 2L2) → N Betrag von−→n wird in N gespeichert

abs(sum(L 1L2)-D)/N Dies ist der gesuchte Abstand (hier: d(P,E)=2).
Den Operator für den Betrag findet man unter

�� ��MATH NUM 1:abs( .
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4.13 Abstand Ebene - Ebene (eine in Koordinatenform)

Voraussetzung ist, dass die beiden Ebenen echt parallel sind (siehe Kap. 4.9). In diesem Fall sucht man sich
einen beliebigen Punkt der einen Ebene und bestimmt mit ihm den Abstand zur anderen Ebene (Koordina-
tengleichung) wie oben in Kapitel 4.12 beschrieben.
Bemerkung. Sind die Ebene nur in Parameterform gegeben ist der schnellste Weg die Umwandlung einer
Ebene in Koordinatenform wie in Kapitel 4.6 beschrieben.

4.14 Abstand Gerade - Ebene (in Koordinatenform)

Voraussetzung ist, dass die Gerade zur Ebene echt parallel ist (siehe Kap. 4.8). In diesem Fall sucht man
sich einen beliebigen Punkt der Geraden und bestimmt mit ihm den Abstand zur anderen Ebene wie oben
in Kapitel 4.12 beschrieben.

4.15 Abstand Punkt - Gerade

Der Abstand eines PunktesP zu einer Geradeng ermittelt sich, in dem man den LotfußpunktF des Lotes
vonP aufg ermittelt und dann den Abstandd(P, F ) wie in Kapitel 4.11 berechnet.
Wie findet man den Lotfußpunkt? Am einfachsten mit einer HilfsebeneE für die gilt: Sie ist orthogonal zur
Geradeng und enthält den PunktP . Dann ermittelt sich der Lotfußpunkt als Durchstoßpunkt der Geraden
g durch die EbeneE wie in Kapitel 4.8 beschrieben.

Bsp.:g : −→x =

 2
−1
3

 + t

 1
−1
2

 undP (4|0|1).

1. Hilfsebene
Der Richtungsvektor der Geraden ist der Normalenvektor der Hilfsebene und
den fehlenden Koeffizient (d) erhält man durch Einsetzen des PunktesP .
E : x− y + 2z − d = 0; alsod = −→p ◦ −→n�� ��STAT EDIT 1:Edit Eingabe der Vektoren als Listen

sum(L 1L2) Koeffizient d⇒ E : x− y + 2z − 6 = 0

2. Durchstoßpunkt
Jetzt wird die Geradengleichung in die Ebenengleichung eingesetzt und nach Parameter t aufgelöst (von
Hand).g in E : (2 + t)− (−1− t) + 2(3 + 2t)− 6 = 0 ⇒ t = −1

2

Dieser Parameterwert wird nun zur Ermittlung vonF in g eingesetzt:

t in g :
−→
f =

 2
−1
3

− 1
2

 1
−1
2

 ⇒ F (1, 5| − 0, 5|2)

3. Abstandsberechnung(wie in Kap. 4.11)�� ��STAT EDIT 1:Edit Eingabe der Ortsvektoren als Listen
L3-L 1→L4 Verbindungsvektor alsL4√

(sum(L 4L4) Betrag des Verbindungsvektor
Damit beträgt der Abstand 2,74 LE.

4.16 Abstand Gerade - Gerade

Zunächst sollte die Lagebeziehung der beiden Geradeng1 : −→x = −→p + r−→u ; g2 : −→x = −→o + s−→v geklärt
sein. Sind die Geraden identisch oder schneiden sie sich ist der Abstand natürlich Null.
Verlaufen sie echt parallel zu einander, dann bestimmt man den Abstand wie in Kapitel 4.15 von einem
beliebigen Punkt der einen Geraden zur anderen Geraden.
Liegeng1 und g2 windschief zu einander arbeitet man mit einer Hilfsebene. Z.B. ergänzt man die Gera-
dengleichung vong1 mit dem variablen Vielfachen des Richtungsvektor der Geradeng2 und erhält so die
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Ebenengleichung:E : −→x = −→p + r−→u + s−→v . Diese EbeneE enthält nun die Geradeg1 und verläuft parallel
zur Geradeng2.
Den Abstand der beiden Geraden ermittelt man nun wie in Kapitel 4.12 mit einem beliebigen Punkt der
Geradeng2. Dazu muss man zunächst die Koordinatenform der EbeneE aufstellen wie in Kapitel 4.6.

4.17 Winkel zwischen zwei Geraden

Damit man einen Winkel zwischen Geraden bestimmen kann, müssen sich die
Geraden schneiden. Der Winkel zwischen zwei Geraden entspricht dem nicht
orientierten Winkel zwischen ihren Richtungsvektoren:
Unter

�� ��STAT EDIT 1:Edit gibt man die Richtungsvektoren−→v ,−→w als Listen
ein. Mit cos−1(abs(sum(L 1L2)) /(

√
(sum(L 1L1)

√
(sum(L 2L2) )) bestimmt

man den Winkel zwischen−→v und−→w gemäßcos α = |−→v ◦−→w |
|−→v |·|−→w | .

Unter
�� ��MODE sollte die EinstellungDEGREEgewählt werden, damit die Angabe

im Gradmaß erfolgt.

4.18 Winkel zwischen zwei Ebenen

Schneiden sich zwei Ebenen, dann lässt sich der Schnittwinkel als Winkel zwischen den beiden Normalen-
vektoren der Ebene, wie in Kapitel 4.17 und 4.10 beschrieben, berechnen.

4.19 Winkel zwischen Geraden und Ebenen

Der Winkel zwischen dem Richtungsvektor−→v der Geraden und dem Normalen-
vektor−→n der Ebene ist um genau 90◦ gegenüber dem Winkel zwischen Gerade
und Ebene verändert, nämlich um die 90◦, die der Normalenvektor mit der Ebene
einschließt.
Bei der Berechnung nutzt man trotzdem diese beiden Vektoren und korrigiert
die Rechnung, in dem mancos mit sin ersetzt: Unter

�� ��STAT EDIT 1:Edit
gibt man den Richtungsvektor und den Normalenvektor−→v ,−→w als Listen ein. Mit
sin−1(abs(sum(L 1L2)) /(

√
(sum(L 1L1)

√
(sum(L 2L2) )) bestimmt man den

Winkel zwischen−→v und−→n gemäßsin α =
−→v ◦−→n
|−→v |·|−→n | .
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5 Stochastik

Die größte Anforderung im Stochastikunterricht liegt in der richtigen Interpretation der Aufgabenstellung
und Angaben. Dabei kann der GTR nicht helfen, er nimmt uns aber bei der Berechnung der richtigen An-
zahlen (Kombinatorik) längere Rechnungen ab und bietet für verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Berechnungsfunktionen.
Außerdem kann der GTR als Hilfsmittel für die Durchführung von Zufallsexperimenten dienen.

5.1 Die Stochastikfunktionen

Wahrscheinlichkeit heißt auf englischprobability, demgemäß befindet sich im�� ��MATH - Menü ein UntermenüPRB in dem die Funktionen für die Anzahlbe-
rechnungen bei Permutationen, Kombinationen und Variationen (vgl. 5.4) und
außerdem mehrere Funktionen zur Durchführung von Zufallsexperimenten (vgl.
5.2) enthalten sind.
Unter 2nd

�� ��DISTR (für Distribution - Verteilung) finden sich eine Vielzahl von
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen, die hier nicht alle erklärt werden, aber
aus Kapitel 5.5 kann man dann leicht den Übertrag von der Binomialverteilung
zur Poisson- oder Normalverteilung vornehmen.
Außerdem findet man im

�� ��STAT - Menü eine Vielzahl von Statistikfunktionen,
von denen wir uns aber nur für die Signifikanztests aus demTEST - Untermenü
interessieren werden. Funktionen, wie die Bestimmung des Medianwertes einer
Liste, finden sich im2nd

�� ��LIST - Menü und dürften selbsterklärend sein.

5.2 Simulation von Zufallsexperimenten

5.2.1 Simulation von Laplaceversuchen

Die Spielzeugindustrie stellt uns ja bereits ein großes Angebot an „Würfeln“ mit
einer unterschiedlich großen Anzahl an gleich großen Flächen zur Verfügung, da-
mit man auch den Zufall nicht nur zwischen Wappen und Zahl oder den Zahlen
eins bis sechs gleichverteilt untersuchen kann. Die Würfelformen sind jedoch auf
die Platonischen Körper beschränkt. Es wäre aber einmal interessant z.B. mit ei-
nem einzigen einstufigen Zufallsexperiment einen zufälligen Schüler der Klasse
auszuwählen, so dass für jeden einzelnen Schüler die Wahrscheinlichkeit gleich
groß ist. Für diese oder ähnliche Anwendungen bietet der GTR eine interessante
Funktion:
Der TI-83 Plus verfügt über eine große Liste von Pseudozufallszahlen1aus dem
Intervall I = [0; 1] mit zehnstelliger Mantisse (Stellenanzahl), aus der man mit
dem Befehl

�� ��MATH PRB 1:rand eine Zahl erhält2.
Wählt man den Befehl

�� ��MATH PRB 5:randInt( kann man dahinter ein Inter-
vall von ganzen Zahlen angeben, aus dem dann eine zufällige ganze Zahl ausge-
wählt wird. Dabei sind die auftretenden Zufallszahlen gleichverteilt. Es handelt
sich also um einen Laplaceversuch, wenn man z.B. durchrandInt(1,7) so-
zusagen mit dem „siebenseitigen Würfel“ würfelt.
Möchte man diesen Versuch mehrfach durchführen, muss man ihn nicht mehr-
fach aufrufen, sondern kann durch Angabe der Anzahl als 3. Zahl im Argument
eine Liste mit Zufallszahlen erzeugen. MitrandInt(1,7,50) würfelt man
fünfzig Mal mit obigen „Würfel“, die jeweiligen Ergebnisse erhält man in einer
Liste. (Zur Auswertung dieser Liste beachte man das Kapitel 5.3 Histogramme.)

2Hinweis: Der TI-83 Plus wird chargenweise jeweils mit der selben Liste von Zufallszahlen ausgestattet
2eine entsprechend kürzere Anzahl an Nachkommastellen erhält man durch eine generelle Beschränkung der Anzahl Nach-

kommastellen in
�� ��MODE - Menü 2.Zeile
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5.2.2 Simulation von Bernoulliketten

Zufallsexperimente mit nur zwei möglichen Ausgängen (Erfolg, Misserfolg) werden als Bernoulliexperi-
mente bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Erfolg auftritt wird mitp bezeichnet. Führt man ein
solches Bernoulliexperiment n-Mal durch (p bleibt konstant), dann spricht man von einer Bernoullikette
der Länge n. Als ZufallsvariableX der Bernoullikette wird häufig die Anzahl der Erfolge definiert, sie ist
binomialverteilt.

Diese Anzahl der Erfolge einer Bernoullikette der Länge n und der Erfolgswahr-
scheinlichkeitp kann man ebenso mit dem GTR simulieren. Dazu dient die Funk-
tion

�� ��MATH PRB 7:randbin( . In ihr Argument muss man dann die Ketten-
längen und Erfolgswahrscheinlichkeitp eingeben.
Der Befehl randBin(10,1/6) liefert eine zufällige Anzahl Erfolge (z.B.
Sechser) beim „Würfeln mit einem sechseitigen Würfel“. (Dabei treten natür-
lich ein oder zwei Erfolge deutlich häufiger auf als zehn Erfolge.)
Auch hier ist es wieder möglich sich, durch Eingabe einer dritten Zahl, eine Lis-
te der Anzahl Erfolge bei mehrfacher Simulation der Bernoullikette ausgeben zu
lassen.

5.3 Histogramme

Hat man sich eine Liste von Zufallszahlen, egal ob zu einem Laplaceversuch
oder zu einer Bernoullikette, erstellt, dann möchte man diese in der Regel auch
auswerten, in dem man die Anzahlen bestimmt, wie häufig jede einzelne Zahl
auftritt.
Man muss dazu keine Strichliste führen, sondern kann die Liste von Zufallszah-
len als Liste speichern z.B. mitrandBin(4,1/6,100) → L1 um sie dann
grafisch auszuwerten, also als Histogramm darzustellen.
Dazu aktiviert man einenSTATPLOT z.B.Plot1 und wählt als Darstellungstyp
(Type ) Histogramm und gibt hinterXlist die auszuwertende Liste, in unserem
Fall L1 ein, hinterFreq muss der Wert 1 stehen, dies ist der Standardwert
und entspricht der Häufigkeitsliste. Das Darstellungsfenster wählt man so, dass
alle auftretenden Zahlen auf der dargestelltenx-Achse enthalten sind und die
zugehörigen absoluten Häufigkeiten iny-Richtung dargestellt werden können.
Die nebenstehende Grafik zeigt zunächst die Menü- und Fenstereinstellung. Um
nun die absoluten Häufigkeiten der in der Liste auftretenden Zahlen abzulesen,
braucht man nur nach Betätigen der Taste

�� ��TRACE mit dem Cursor auf die
jeweiligen Balken gehen und den Wert ablesen. Im hier dargestellten Fall trat bei
100-maliger Durchführung des vierfachen Würfelns 50 Mal kein, 39 Mal ein, 9
Mal zwei und zweimal drei Sechser auf.

5.4 Kombinatorik

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Stochastik, in der es nicht um Wahrscheinlichkeiten, sondern um
Anzahlen geht. Wie viele Möglichkeitenk ausn Zahlen mit oder ohne Wiederholung zu kombinieren gibt
es? Dafür unterscheidet man die im folgenden beschriebenen 3 Fälle, die als Modelle für alle Varianten
stehen.
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5.4.1 Ziehen mit Zurücklegen

Für dieses Modell betrachtet man eine Urne in der Kugeln mit den Ziffern 1 bisn liegen. Aus dieser Urne
werden nun nacheinanderk Kugeln gezogen und jeweils wieder hineingelegt, es gibt also für den ersten
Zugn Möglichkeiten und für jeden weiteren ebenso. Für die AnzahlA der Möglichkeiten beik Zügen gilt
also:

A = n · n · . . . · n︸ ︷︷ ︸ = nk

k-Mal

Ein Beispiel wäre das 4-malige Würfeln. Es gibt64 also 1296 Möglichkeiten, was
man beim Würfeln erhalten kann. Eine Variante wäre (4,5,4,2).
Es gibt keine Beschränkung für die Anzahlk der Wiederholungen.

5.4.2 Ziehen ohne Zurücklegen

Hierbei betrachtet man wieder eine Urne, die diesmal jeweils eine Kugel mit den
Zahlen 1 bisn enthält, aus der nunk Kugeln ohne Zurücklegen gezogen werden.
Es gilt alsok ≤ n.
Für den ersten Zug gibt es wiedern verschieden Möglichkeiten für den zweiten
aber nur noch(n − 1), den dritten(n − 2), den vierten(n − 3) und so weiter,
bis es für denk-ten Zug(n − k + 1) Möglichkeiten gibt. Für die Anzahl A der
Möglichkeiten beik Zügen gilt:

A = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!

Die Berechnung der Fakultät (n!) kann man durch
�� ��MATH PRB 4:! vornehmen.

Für großen undk führt dies schnell zu Problemen: Während70! die Darstellungs-
möglichkeiten des GTR übersteigt, gilt70!

68!
= 4830.

Um für n ≤ 70 die Anzahl der Möglichkeiten beim Ziehen ohne Zurücklegen
zu bestimmen, verfügt der GTR über die Funktion

�� ��MATH PRB 2:nPr , die in
Infixnotation einzugeben ist:n nPr k .
Der Fallk = n ist ein Spezialfall, er entspricht der Anzahl an Permutationen ei-
nern-elementigen Menge mitA = n! (da(n− n)! = 0! = 1)

Beispiel: Die 7. Klassen sollen montags 6 verschiedene Unterrichtsstunden ha-
ben. Wie viele Möglichkeiten gibt es den Unterricht an diesem Tag zu legen,
wenn die Schüler 10 verschiedene Fächer haben?
Es gibt 10!

4!
= 151200 verschiedene Varianten.

5.4.3 Ziehen mit einem Griff

In diesem Modellfall wird aus einer Urne, in der je eine Kugel mit den Zahlen 1
bisn liegt, auf einmalk Kugeln gezogen. Es gilt alsok ≤ n.
Man kann diesen Versuch auch als Ziehen ohne Zurücklegen auffassen, wobei
hinterher die Reihenfolge der gezogenen Kugeln, z.B. durch Sortieren, außer
Acht gelassen wird.
Dementsprechend lässt sich die Anzahl der Möglichkeiten beim Ziehen mit ei-
nem Griff aus der Anzahl beim Ziehen mit Zurücklegen ermitteln, in dem man
anschließend diese Anzahl durch die Anzahl der Permutationen (k!) teilt.
Für die Anzahl A der Möglichkeiten beik Zügen gilt:

A =
n!

(n− k)!k!
=

(
n

k

)
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Dabei stellt
(

n
k

)
den sogenannten Binomialkoeffizienten dar.

Die Berechnung mit dem GTR erfolgt über die Funktion
�� ��MATH PRB 3:nCr ,

die in Infixnotation einzugeben ist:n nCr k .
Beispiel: Aus einer Klasse mit 32 Schülern sollen 5 zufällige Schüler ihre Haus-
aufgaben abgeben, wie viele verschiedene Gruppen könnten ausgewählt werden?
Es gibt

(
32
5

)
= 201376 verschiedene Gruppenzusammensetzungen.

5.5 Wahrscheinlichkeiten für binomialverteilte Zufallsvaria-
blen

Gibt X die Anzahl Erfolge bei einer Bernoullikette der Längen und der Er-
folgswahrscheinlichkeitp, dann ist die ZufallsvariableX n, p-binomialverteilt
(X ∼ Bn;p). Die Wahrscheinlichkeit dassk Erfolge auftreten wird mitP (X = k)
angegeben.
Mit dem GTR kann man die WahrscheinlichkeitP (X = k) direkt mit
dem Operatorbinompdf( bestimmen. Dieser Operator findet sich unter
2nd

�� ��DISTR DISTR 0:binompdf( . Im Argument muss man in der Reihen-
folgen, p undk eingeben.
Will man wissen wie wahrscheinlich es ist beim 10 maligen Würfeln 3 Sechsen
zu würfeln muss manbinompdf(10,1/6,3) eingeben.
Auch für die FunktionP (X ≤ k) = P (X = 0) + P (X = 1) + . . . + P (X = k)
gibt es einen direkten Operator:2nd

�� ��DISTR DISTR A:binomcdf( . Will
man z.B. wissen wie wahrscheinlich es ist beim 10 maligen Würfeln höchsten
3 Sechser zu werfen, muss manbinomcdf(10,1/6,3) eingeben.
Ausdrücke wieP (X ≥ k), P (X < k) undP (X > k) muss man zur Berech-
nung in die FormP (X ≤ . . .) umformen.
Gilt z.B. X ∼ B10; 1

6
und gesucht istP (X ≥ 4), dann gilt

P (X ≥ 4) = 1− P (X ≤ 3) = 1−binomcdf(10,1/6,3)

5.6 Erwartungswert

Für den ErwartungswertE(X) der ZufallsvariableX gilt:
E(X) = X1 ·p1+X2 ·p2+. . .+Xn ·pn, falls die ZufallsvariableX n-verschiedene
ZahlwerteXi annimmt undpi die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten angibt.
Für einen verformten Würfel wurde in einer Testreihe folgende Wahrscheinlich-
keiten für das Auftreten der einzelnen Augenzahlen ermittelt:
Xi 1 2 3 4 5 6
pi 0,11 0,02 0,21 0,15 0,33 0,18

Zur Berechnung von Gewinn oder Verlust bei Glücksspielen interessiert zunächst
wie hoch die durchschnittliche Augenzahl beim Würfeln ist (Erwartungswert):
E(X) = 1 · 0, 11 + 2 · 0, 02 + 3 · 0, 21 + 4 · 0, 15 + 50̇, 33 + 6 · 0, 18
Mit dem GTR bietet sich folgende Erleichterung an:�� ��STAT EDIT 1:Edit Eingabe der beiden Listen

sum(L 1L2) Erwartungswert.
Für gleichverteilte Zufallsvariablen ist der Erwartungswert der Mittelwert über
die angenommenen Werte der Zufallsvariable.
Für binomialverteilte Zufallsvariable, alsoX ∼ Bn,p, gilt E(X) = n · p
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5.7 Testen von Hypothesen

Im Folgenden wird nur der Test beschrieben, wenn für binomialverteilte Größen
eine Hypothese über die Erfolgswahrscheinlichkeit getroffen wird.
Üblicherweise wird zunächst eine Nullhypothese in Form einer Erfolgswahr-
scheinlichkeitp = p0 getroffen. Anschließend wird eine Alternativhypothese
angenommen:p 6= p0; p ≤ p0 oderp ≥ p0. Entsprechend wird ein zweiseitiger,
rechtsseitiger oder linksseitiger Signifikanztest durchgeführt.
Anhand einer Stichprobe mit einem Stichprobenumfangn und der Anzahlk
Erfolge soll nun entschieden werden, welche der beiden Hypothesen abgelehnt
wird.
Der Verlass auf eine Stichprobe führt immer Fehler mit sich, die schwer zu
quantifizieren sind. Dabei kann man die Wahrscheinlichkeit für den Fehler 1.Art,
die Nullhypothese abzulehnen, obwohl sie richtig ist berechnen.
Dies funktioniert mit dem GTR recht einfach:
Man wählt

�� ��STAT TESTS 5:1-PropZTest
Jetzt gibt man nach einander in den Zeilen die Werte zur Hypothesenannahme
und zur Stichprobe ein:
p0: - Erfolgswahrscheinlichkeit gemäß der Nullhypothese
x: - Anzahl der Erfolge bei der Stichprobe
n: - Stichprobenumfang
prop - Auswahl des Alternativhypothesentyps
Nun wählt manCalculate und erhält anschließend in der zweiten Ausgabe-
zeile die Wahrscheinlichkeitp für den Fehler 1.Art.
Im Beispiel wurde für eine Münze getestet ob sie ideal sei. Bei 250 maligen
Werfen trat nur 109 mal Wappen auf. Mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von
4,3% wird nun die Annahme die Münze sei ideal abgelehnt.
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